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SPRAWDZENIE GEOMETRYCZNEJ ZMIENNOSCI I STATYCZNEJ
WYZNACZALNOSCI UKLADU:

Warunek iloSciowy geometrycznej niezmiennosci:
e=3t
gdzie:
e — liczba wiezi
t — liczba tarcz
9=3-3

Tarcza pierwsza z ostojg tworzg jedng tarcza. Wynika to z twierdzenia o dwoch tarczach.

Jezeli dwie tarcze polaczone sg trzema wigziami 1 wigzi te nie przecinajg si¢ w jednym
punkcie ani nie sg do siebie rownolegte to dwie tarcze mozna zastgpi¢ jedna.

iy (2,0).0 O (2,3).0

{3,0)

Tarcza druga, trzecia i ostoja tworza jedng tarcze. Wynika to z twierdzenia o trzech tarczach.
Jezeli kazda z tarcz polaczona jest z pozostatymi dwiema wig¢ziami i srodki chwilowego
obrotu nie leza na jednej prostej ani wszystkie srodki chwilowego obrotu nie znajduja si¢ w
nieskonczono$ci to uktad ten tworzy jedng tarcze.

Whiosek: Uktad jest geometrycznie niezmienny i statycznie wyznaczalny.



WYZNACZANIE REAKCJI
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Rownania rownowagi:

Mg =0 Mg, =—2R, —10%5+45+ 7R,
My =0 M, =5%5%25+10*1+20- 7R, —10%5+9.5+12R,
> X=0 > X=H,-10-R,

>Y=0 DY =-V,+5%5+10-R, —~10%5+R,

M, =0 M, =-M +5V, —60

Mg = 2R, —10#5%45+7R, =0
M ,, =5%5%2,5+10*1+20—7R, —~10%5%9.5+12R, =0

Ry —10%5*45+ 7R, =0
5*5%25+10*1+20-7R, —10*5%9.5+12R, =0

2R, + 7R, =225
62,5+30-7R, —475+12R, =0

25R, =810

7R +12R 3825 R =32,4kN

14R, —24*32,4 =765
_14R, +49R, =1575 14R, =126

14R, — 24R, = —765 R, =0,9kN
R, =R, =0,9kN

1
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> X=H,-10-R, =0
H,-10-09=0
H, =10,9kN

M, =-M +5V, —60=0
~M +5%165-60=0

M =82,5-60

M = 22,5kNm

>Y=-V,+5%5+10-R, —-10%5+R; =0

Sprawdzenie:

~V, +5%5+10-0.9-10%5+32,4=0
V, =25+10-0.9-50+32,4
V, =16,5kN

M, =—M —60+5%5%7,5+20+10%6—12R —10*5%145+17R, =
= —22,5-60+187,5+20+60-12#0,9—725+17%32,4 =

=-540-10,8+550,8=0

ROWNANIA CHARAKTERYSTYCZNE:

Momenty:

Przedzial: 1-2 x<(0,2)
My =V Xx—M

My =16,5x-22,5

M (1o0) = —22,5kNm

M 4oz = 33—22,5 =10,5kNm

Przedzial: 2— A xe(2,5)

Mz =V.X-M -60

M2 =16,5x—22,5-60=16,5x - 82,5
M () = —49,5kNm

M o5 =0

Przedzial: A—3 x e (5,6)
(x-5)°

M ) =V X—M —60-5

2
M (s _165x_825_5%=9)"
2

M (x3=5) — 0
M (x3=6) = 14kNm

Sily tnace: Sily osiowe:
T(xl) :Va N(xl) =-H a
T(Xl) =16,5kN N(Xl) =-10,9kN
T(x2) :Va N(xz) =-H a
T(xZ) =16,5kN N(x2) =-10,9kN
T(x3) :Va _S(X_5) N(x3) = _Ha
T(Xg) =16,5-5(x-5) N (x3) = —-10,9kN
T(X3=5) =16,5kN

T(XS:G) =115kN




Przedzial: 5-4 x<(0,5)
2

X
M(X4) = _R5X +107
X2
M 4 =-32,4x+10—
2
M(x4:0) =0
M (v4zs) = —37kNm

Przedzial: 4—B xe (5,7)

M s = —RsX+10*5(x - 25) + Ry (x—5)
M s = —32,4x+50(x —2,5) + 0,9(x - 5)
M 5.5 = =162 +125 = —37kNm

M 5.7y =—226,8+225+18=0

Przedzial: B—3 xe (7,11
(x=7)*
2

X-T7)°
M e) :‘32’4X+50(X—2,5)+0,9(x—5)—5_( > )

M e = —Rgx+10%5% (x—25) + Ry (x=5) =5

M ey = —226,8+225+18=0
M (611 = —356,4 + 425+ 5,4 — 40 = 34kNm

Ty = Rs —10x
Ty = 32,4~ 10X
Tiraco) = 32,4kN
Ty = —17,6kN

T = Rs ~10%5- R,
T =324-50-09
T o) = —18,5kN

Tixe) = Rs ~10*5—R, +5(x~7)
Ty = 324-50-0,9+5(x —7)
Toery = —185kN

T ey = LSKN

Okreslenie ekstremow i punktow przeciecia z osig:

Przedzial: B—3 xe (7,11)
T =32,4-50-09+5(x-7)=0

M o100 = ~32,4%10,7 +50(L0,7 - 2,5) +0,9(10,7 ~5) -5

~185+5x—-35=0 M o107y = —346,68 + 410 + 513 — 34,225

5x =535
x =10,7

Przedzial: 5-4 xe(0,5)
T =32,4-10x=0
10x=32,4
x=324

Przedzial: 1-2 x<(0,2)
M,y =16,5x-22,5=0
16,5x = 22,5
x =1,(36)

M (x4=3,24) = -32,4*3,24+10

M (5107 = 34,225kKNm

3,242

M (a3.20) = -104,976 + 52,488
M (xazs.00) = —52,488kNm

N(x4) =0

N(x5) = _RY

N(XS) =-0,9kN

N(Xa) =-R, -10

N(XG) =-0,9-10

N(XG) =-10,9kN
(10,7 -7)?
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ZASADA PRAC PRZYGOTOWANYCH:

e Dla przekroju alfa:
a) Momenty
S0kNm xtim 10kN/m
M\M '&i .é: gm ‘ ‘ { ‘ ‘ ‘ |
~B) a
h ok
2Zm Im 1m 4m 2m 5m
W_h
4 5 h h
tgf =— tga = —
98 3 g 5
h':ﬂh
5
M -tgf-60-tgf+125-h+10-h'-20-tgar =0
M ~D—60-E+12,5~h+10-£h—20~h=O
3 3 5 5
M
?—20+12,5+8—4:0
M _3s
3
M =10,5kNm
b) Tngce
Bokiim A o 10KNM
(A 1 [T
' i, 4 i, = [ -.
a
h hl  h
2m 3m m 4m 2m 5m




h_h
4 45 tgar = N
h'=—h
5
-T-h+125-h+10-h'-20-tga =0
—T-h+12,5-h+10-gh—20-g:0
-T+125+8-4=0
T =16,5kN
Dla reakcji
60KNmM 206Nm
% g g = r
o P il
& = | 3 3
. ~¥1 h %
h
2m 3m im 4m 2m 5m
hl
275 h ' h
t = =
9 c 1
2 2.1 2 2.1 2
h'=2h tgf=<h-==-—h h'=Zh-Z=-"n
5 9p 5 5 25 5 5 25

-10-h"-20-tgf—-12,5-h'-25-h—R-h=0
2 2 2

~10-=h-20-h-125-Sh-25-h—R-h=0
25 25 5

_4. 8. g

5 5 5

—32,4kN =R
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SPRAWDZENIE GEOMETRYCZNEJ ZMIENNOSCI I STATYCZNEJ
WYZNACZALNOSCI UKLADU:

AT %

% 7222

Warunek iloSciowy geometrycznej niezmiennosci:

e=3t

gdzie:

e — liczba wiezi

t — liczba tarcz

6=3-2
Tarcza pierwsza z ostoja tworza jedng tarcza. Wynika to z twierdzenia o dwdch tarczach.
Jezeli dwie tarcze potaczone sg trzema wigziami i wigzi te nie przecinajg si¢ w jednym
punkcie ani nie sg do siebie rownolegle to dwie tarcze mozna zastgpi¢ jedng.



Tarcza druga z ostojg tworzg jedng tarcza. Wynika to z twierdzenia o dwoéch tarczach. Jezeli
dwie tarcze polaczone sg trzema wigziami i wig¢zi te nie przecinajg si¢ w jednym punkcie ani
nie s3 do siebie rownolegle to dwie tarcze mozna zastgpic jedna.

Whniosek: uktad jest geometrycznie nie zmienny i statycznie wyznaczalny.

WYZNACZANIE REAKCJI PODPOROWYCH:
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Rownania rownowagi:

M, =0 M, =5R, —40-3+20-3
dY=0 DY =R, +20-V,

> X =0 D> X =40+20-R,+10+10-3

M, =0 M, =20-3-20-2+10-3+V, -11+10-3-45-M

M, =5R,—40-3+20-3=0
5R, —120+60=0
5R, = 60
R, =12kN
> Y=R,+20-V,=0
12+20-V, =0
32-V, =0
V, =32kN
> X =40+20-R,+10+10-3=0
60—-R, +10+30=0
-R,+100=0
R, =100kN
M, =20-3-20-2+10-3+V,-11+10-3-45-M =0
60-40+30+32-11+135-M =0
60-40+30+352+135—-M =0
537-M =0
M =537kNm

Sprawdzenie:

M,=-M+10-3-1.5+3R, +20-9-3-40+11R, =
=-537+45+3-100+180-120+11-12 =
=-537+45+300+180-120+132=0



ROWNANIA CHARAKTERYSTYCZNE:
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Momenty: Sily tnace : Sily osiowe:
Przedzial: 4-3 xe(0,3)
M (x1=0) — 0
M (=3 =120kNm
Przedzial: 3-5 x¢€(0,2)
M 2 = —12X +120 Tixp =12kN Nz = 40kN
M (,2-0) =120kNm
M 32—z = 96KNM
Przedzial: 5- A Xxe(2,5)
M ) = —12X+120 - 20(x - 2) Ty =12+20 N = 60kN
M (xs_z) = 96KNmM Tie) =32kN
M (x3=5) — 0
Przedzial: 2— A x e (0,3)
M 4 =—100x T4y = 100kN Ny =0
M (x4=0) — 0

M ey = —300kNM




Przedzial: A-6 « <(0,90)

(@ =—30-3-sina -32-(3-3-cosar) - 300

M
M o) = ~300kNm
M i) = ~326,5kNm
M (a0 = ~357,8kNm
M e = ~391,7kNm
M (g0, = —425,9kNm
M (,_rs) = ~458KNmM
M g0, = —486KNM

Przedzial: 1-6 « <(0,90)

H 2
M, __qp.Bsina)”

M =—-537kNm

(a=0)
M 5 = —536,7kNm
M (a0 = ~535,3KNm
M 5 = ~531,3kNm
M ) = ~522,7kNm
M s = ~507,8kNm
M

(e_s0) = —486KNM

+32-(3-3-cosa)—537

T =C0sa-30+sina - 32

T
Tiss) = 37,26kN
Tz = 41L98KN
Tiss) = 41,98KN
Timso) = 4198KN
Tiers) = 38,67kN
Tisso) = 32N

T oy = OKN
Tiwss) = 0,78kN
T sy = 3,01kN
Tissy = 7,63kN
Teso) =14,72kN
Teurs = 23,41kN
T ooy = 32kN

Wykres momentow

N

zZz 2 2 2 Z2 Z2 Z2 Z

() =COSa-32-sina-30
(=) = 32kN

(a5 = 23,16KN

a0 =12,71kN

(wts) = LALKN

(a~465) — OkN

(as0) = —9,98kN

(a=75) = —20,69kN

(a=s0) = —30KN

(@ =—C0sa-32-3:sin’ 10
(a—0) = —32kN

(a1s) = —32,9kN

(az30) = —35,211kN

(ats) = —37,62kN

(a=s0) = —38,5kN

(=75 = —36,3kN

(a-00) = —30KN

tHH 120
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ZASADA PRAC PRZYGOTOWANYCH:

e Dla przekroju alfa:

a) Momenty
El.
2|
X
=
| AA"|= A

| AA"|=| BB"|

b) Tngce

10kTUm

| AA"|= A
| AA"|=| BB"|

40-A——-A=0
3

10kN |
(20)

—40-A-T-A=0

2
3
e
9
)
S LY
z q
AI’I
Al40kN.  M/3
(3.) & 5
e
(€,0)C
40:% M =120kNm
& 2
e~ = 3 0
eo"’e B"
4/ Bl
2 " T
“ i T
|3
AII
 Al40kN_
(3.,e) &
e
(e,0)©
~40-T =0 T = —40kN



e Dla reakcji

15kN

(0'1)
—
o0

15kN |

| AA"[= A

| AA"|=| BB"
| AA"[=[ CC™|
| AA"|=| DD""
| AA"|= EE™|
| AA"[= FF"|

(0'2)
—
oo

3]

Elr
o
<
| P
10kN d
(1.2)| C B ‘g
(1
1o
. R
D

-40-A-20-A-10-A-15-A-15-A+R-A=0
-40-20-10-15-15=-R

-100=-R

100kN =R

~ A|40kN.
2 P

(e,00©



SPRAWDZENIE GEOMETRYCZNEJ ZMIENNOSCI I STATYCZNEJ
WYZNACZALNOSCI UKLADU:
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Warunek iloSciowy geometrycznej niezmiennos¢:
R+P=2W

Gdzie:

R — ilos$¢ reakcji
P — ilos¢ pretow
W — ilo$¢ weztow

3+25=2-14

Traktujac kazdy pret jako tarcze mozemy stwierdzi¢ ze uklad jest geometrycznie
niezmienny. Gdyz 3 tarcze potaczone ze soba przegubami tworza jedna tarcze. Idac po kolei
jak na rysunku za kazdym razem korzystamy z twierdzenie o trzech tarczach przez co mozna
stwierdzi¢ ze gorna czg¢s¢ kratownicy jest jedng tarczg.

Gorna czgs$¢ kratownicy jest przymocowana 3 witeziami do podioza ktore nie sa
zbiezne do jednego punktu i nie sg rownolegle do siebie z czego mozemy stwierdzamy ze
kratownica z ostoja tworzg niezmienny uktad.

Whiosek:
Uktad jest geometrycznie niezmienny i statycznie wyznaczalny.



WYZNACZANIE REAKCJI PODPOROWYCH:

10kN

Tim ,1m

3m

x 3m - 3m v 3m " 3m > 3m s 3m >
Rownania réwnowagi:
M, =0 M, =3-10+5-10-4-10+3-10+12-20-15-V, +18-10
>Y=0 DY =V, +V, -10-20-10
> X=0 > X =-H,+10+10-10

M,=3-10+5-10-4-10+3-10+12-20-15-V, +18-10=0
30+50-40+30+240+180=15-V,

490=15-V,
v, =322kN
3

DY =V, +V, -10-20-10=0

v, +32§—1o—2o—10=0

vV, =71k
3

> X =-H,+10+10-10=0
-H, +10+10-10=0
H, =10kN

Sprawdzenie
Mg =6-V,+4-H,-10-1-10-3+10-1+20-6-9-V, +10-12 =

:6-7%+4-10—10—30+10+120—9~32§+120:

=44+40-10-30+10+120-294+120=0



OBLICZANIE SIL. WE WSKAZANYCH PRETACH METODA ANALITYCZNA:

s

,1m _,1m

3m

ya 3m ya 3m e

M. =4~R1+6-10—3~32%=0

4.R,=98-60=38
R, =9,5kN
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]
,v 3m /i/
1 _
(15+x)-==H (15+x)=3-x
3 15+x=3-x
Xx-1=H
15=2-X
75=Xx

M, =7595-75R, —10-2,5—4,5-20+10-3,5+1,5-32§+1o-1,5=0

71,25-25-90+35+49+15=75"-R,

5525=75-R,
7E|<N=R2
30
3 2
M, =-5—>P,+10-5-10-4+3-20-6-325+10-9=0
J10 3
15
50— 40+ 60196 + 90 =— P,
J10
15
_36=—"_P
N

SN =P,

12410
5

,1ITI ,,1I‘I‘I,

3m




3m P

MF :—3-P5 +3-Ha+3'Va :0
3.10+3.72-3.p,
3
30+22=3-P,

17%kN =P,

Ps



sAm . 1m

3m

h\:—)&N
\—\“‘m
N s
.Ps ] A
]| = 2
- 3 D 3m - 3m ” 3m . 3m ~
1 _
(12+x)-==H (12+x)=3-x
3
12+ x=3-x
Xx-1=H
12=2-x
6 =X
M; =6-P, —6R; +1- P,-10-1+10-2+20-12-V; -15+10-18=0
J_ J_
6- 171— 3 12\/_—9~ ! 12\/_—10+20+240—?>23~15+18O=6R3
3 Jio 5 J10 3
104—%—%—10+20+240—490+18O=6R3
15£=6R3
5
ZEkN=R3
15



0=0T*E-0T+E-0TxG-0T«V+0ZxN+0CxCT-0TxCT

N=NX5'6
NOZ-=06T-
NO0Z-=0€-0€-05-0¥+0¥¢-0¢T

. yad "4 ya yd "4 ra
' Em” P C,._m” Em” I Em“ 4 Em 71 Em” Fd
()
i O ! t?u 4
s e wry : -
\ 2 L Sl T — . - —5(0°L)
) e | b Nk A
- |__\.r|au/| - i |..¢ N2 - I_x__.lm _ ) ..\. Ut \ l \. \ | \ \\ ’ i
; Qe vl | e 2w Ny
N X / & ; Sk : N
= E \ i 0 i
J ’ g Tl ® it B P -
S 5 » PO " N =il 2
— & 'y = al £ [ Vit P = :.ﬂﬁ {
vw (0'2) ./ T - L L et
\ A . o) “woz



WYZNACZANIE SIL. W PRETACH METODA CREMONY:

s # i /
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SPRAWDZENIE ROWNOWAGI WEZEA:

N
o A o
’ N\
1| Z
17,(3)kN 7,2kN
8,957 5374 _
S X =-17,(3) + 7,2+ T
—_17,(3) + 7,2+ 6,333+ 379920
DY = 2533—8357 sz4

=2,533-6,333+3,799=0



